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1. WSTEP

Pod pojeciem optymalizacji topologicznej rozumiemy metode poszukiwania postaci konstrukcji,
facznie z postacia warunkow podparcia. W ramach tej teorii stawia si¢ zadania w najtrudniejszym
sformutowaniu, bez przyjmowania a priori postaci rozwiazania, ktore byloby dalej poprawiane.
Metody optymalizacji topologicznej bazuja na osiagnigciach matematycznej teorii relaksacji zadan
rachunku wariacyjnego (w zagadnieniach opisywanych réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi)
oraz na pewnych nowych metodach numerycznych rozwigzywania zadan optymalizacji w ujeciu
dyskretnym. Stan wiedzy tej dziedziny jest omdéwiony w monografiach Bendsee [3], Bendsee i
Sigmund [4], Allaire[1], Cherkaev [9], Lewinski i Telega [31]. Wyjatkowa rol¢ w tej teorii pelnia
znane rozwigzania analityczne; by¢ moze one wilasnie byly inspiracja rozwoju tej dziedziny. W tej
pracy pokrotce omawiamy wazniejsze znane rozwigzania analityczne, poczawszy od tych
najlatwiejszych. Praca obejmuje takze zagadnienia optymalnego rozktadu materialow w plytach,
powtokach i ciatach trojwymiarowych.

2. WIELOBOKI SZNUROWE I LUKI NIE PODLEGAJACE ZGINANIU POD OBCIAZENIEM
PIONOWYM

2.1. Racjonalne projektowanie dzwigarow jest eliminowaniem zginania

Metodom projektowania konstrukcji budowlanych omdéwionym w pigknej ksiazce Waclawa
Zalewskiego i Edwarda Allena [41] przyswieca wspolna mys$l; eliminowanie zginania i $cinania
poprzecznego przekrojow konstrukcji, czyli dazenie do wyréwnywania naprgzen w kazdym przekroju
kazdego elementu konstrukcji. Duza czes¢ tej ksiazki dotyczy wigc dzwigarow kratowych. Proponuje
si¢ metody graficzne obliczania sit wewngtrznych po to, aby ujrze¢ wptyw geometrii kratownicy na
warto$ci tych sit, czyli aby mdc racjonalnie projektowaé ksztalty kratownic. Jednym z kryteriow jest
wyrownywanie sit w dolnym lub gérnym pasie biegnacym po linii tukowej, por.str.384-388 [41].
Jednoczesne wyrownywanie sit w obu pasach daje ksztatt soczewkowy, popularny w konstrukcjach
mostowych XIX wieku oraz w budynkach wspotczesnych o stropach podwieszonych.

2.2. Konstrukcja tukowa trojprzegubowa

Rozwazmy konstrukcje lukowa tréjprzegubowa, poddang pionowemu obciazeniu g odniesionemu do
rzutu poziomego. Rzedne tuku odmierzane od jego cieciwy AB sa proporcjonalne do M(x), wykresu
momentow na belce swobodnie podpartej od tego samego obciazenia g(x). Ta konstrukcja tukowa nie
jest zginana ani $cinana. Sita podluzna wynosi N(x)=—H /cos(¢(x)), gdzie ¢ jest katem nachylenia

stycznej do tuku, a H jest warto$cig poziomego rozporu. Ta konstrukcja moze by¢ tak zaprojektowana,



aby naprezenia byly wyréwnane 1 wynosity o . Wystarczy przyja¢ przekrdj A(x)=H /(o cos(¢(x))) .
Sposrad takich konstrukcji: tukow (ksztatt wynika z przyjgtego obciazenia ciaglego ¢) lub ram (gdy
obciazenie jest realizowane przez sily skupione) mozna wybraé¢ jedna o najmniejszej objgtosci, czyli
najlzejsza, jesli gestos¢ masy jest stata. Ten najlzejszy tuk (lub rama), ktéry nie moze by¢ zbyt
wyniosly ani zbyt potogi, spetnia kryterium Williama Pragera, por. [36, Rys.8.10 str 339].
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gdzie ¢ jest tangensem nachylenia cigciwy AB. Wyprowadzenie tego kryterium podano w pracy [24],
gdyz w ksiazce [36] dowodu nie podano a pracy Pragera z oryginalnym dowodem nie udato si¢ na
razie odnalez¢. Kryterium (1) daje natychmiastowa odpowiedz na dwa proste pytania:
a) jaki jest ksztalt najlzejszej rOwnomiernie naprezonej trojprzegubowej ramy przenoszacej jedna site
pionowa ? b) jaki jest ksztalt najlzejszego rownomiernie naprezonego tuku pod obciazeniem g=const ?
Rozwiazanie zadania (a) podano na Rys. 1. Najlzejsza rama tworzy trojkat prostokatny;
ZAC,B=7m/2. Zatem C, lezy na okrggu o $rednicy AB. Wyzsze i nizsze ramy pokazane na Rys. 1,
takze nie podlegajace zginaniu, przenoszace tg¢ samga silg¢ P o zmiennym polozeniu na danej linii
pionowej beda cigzsze. Podkreslmy, ze pret AC, ma wigkszy przekroj niz C B, bo jest bardziej
nachylony. Rozwiazanie zadania (b) podano na Rys. 2: wsrod tukéw parabolicznych najlzejszy jest
uk wpisany w trojkat rownoboczny AD¢B. Woéwczas wysokos$¢ tego tuku jest réwna potowie
wysokosci tego trojkata. Przekroje sa najwigksze tam, gdzie nachylenie tuku jest najwigksze, czyli w
podporach. Konstrukcje optymalne z Rys.1,2 spelniaja warunek Pragera z prawa strona réwna 1.
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Rys. 1 Najlzejsza rama obciazona jedna sita skupiona Rys. 2 Najlzejszy tuk pod obciazeniem stalym

Proste i przekonujace rozwiazania z Rys.1,2 sa trudne do odnalezienia w literaturze pomimo natloku
prac o projektowaniu optymalnym. Luk z Rys.2 byt przedmiotem glebokiego studium numerycznego
w pracy Darwich i in.[15]. Teoria ksztattu konstrukcji najlzejszych przenoszacych obciazenie pionowe
o nieustalonym miejscu przyltozenia wzdhuz danych linii pola sit czeka na poglebiong analize.

3. NAJLZEJSZE ROWNOMIERNIE WYTEZONE KONSTRUKCJE PODDANE OBCIAZENIU O
DANYM MIEJSCU PRZYLOZENIA

3.1 Konstrukcje Maxwella

W poprzednim punkcie pracy przyjeto, ze ustalona jest tylko intensywno$¢ obciazenia pionowego
na jednostke rzutu. Teraz przyjmiemy, ze obciazenie ciagle dziata wzdluz pewnej danej linii a sily
skupione sa przylozone w konkretnych, ustalonych miejscach. Takie ustalenie obcigzenia prowadzi do
zupehie innych rozwiazan optymalnych. Pierwsze rozwiazania dotyczace sit skupionych opracowat
J.C.Maxwell, cho¢ w dostgpnym autorom zrddtach [34] trudno bylo te rozwiazania odnalez¢. Zgodnie
z komentarzami w ksigzkach Coxa [10] i Hempa [23] Maxwell postawit i rozwiazal problem
znajdowania konstrukcji najlzejszej rownomiernie naprezonej, przenoszacej trzy samozrownowazone
sity skupione na ptaszczyznie. Zadanie to doczekato si¢ niedawno ujecia formalnego w pracach
matematycznych Gangbo, Bouchitté, Buttazzo, Golay i Seppecher, por. [5,19,20].



3.2 Konstrukcje Michella

Inng wazna klas¢ zadan odkryl A.G.M. Michell [35], ktory rozpatrywat obciazenia dziatajace
uko$nie w stosunku do danej linii podporowej. Formalizacji rozwazan Michella dokonali Prager i
Rozvany, por.[36] i Hemp [23]. Pierwsza probe matematycznego ujgcia tego zagadnienia podjeli
Strang 1 Kohn [38]. Sformutowanie matematyczne mozna otrzymac z innego zadania: minimalizacji
podatnosci tarcz, jak to pokazali Allaire i Kohn [2]. Nowe elementy teoretyczne mozna odnalez¢ w
pracach Graczykowskiego i Lewinskiego[21-22]. Ambitne ujecie bazujace na teorii miary pojawito
si¢ niedawno w pracy [5]. Pokrewne ujecie podaja Golay i Seppecher [20], prowadzace jednak do
nieco innych sformutowan.

Nie jest tatwo tutaj pokrétce omowi¢ formalne ujecie zadan Michella. Najlatwiejsza droga dojscia
do zadania Michella jest ujecie kratownicowe. Zadanie: znalez¢ kratownic¢ rownomiernie naprezona i
najlzejsza, przenoszaca dane obciazenie do danego obszaru projektowego. Przyjmuje sig, ze
naprgzenia dopuszczalne przy $ciskaniu i rozciaganiu sa jednakowe. Mozna zauwazy¢, ze dodanie
pretoéw i powtdrne projektowanie przekrojow obniza wage catej konstrukcji. Proces ten zazwyczaj nie
ma konca- wyjatkiem jest najprostsze zadanie poszukiwania konstrukcji najlzejszej przenoszacej dana
site¢ pozioma (lub ukosnie dzialajaca, pod katem mniejszym niz 45 stopni) do poziomej linii
podporowej. Rozwigzaniem jest kratownica dwupretowa; prety sa nachylone pod katem 45 stopni.
Gdy sita dziata pod wigkszym katem, rozwiazanie sktada si¢ z jednego preta wzdtuz tej sity. To proste
zadanie jest traktowane jako tzw. benczmark programoéw optymalizacji topologicznej dotyczacych
projektowania tarcz sprezystych.

Najciekawsze zadanie rozwigzane przez Michella dotyczy zewngtrza kota i warunku |0'| < |0'0|.

Mozna wykazaé, ze ciag kratownic, trzy z nich pokazano na Rys.3, dazy do rozwiazania Scistego,
ktore jest dyskretno-ciagte.

Rys.3  Kratownice optymalne oparte na kole, ztozone z 12, 30, 110 pretow. Ich cigzary (wartoSci
bezwymiarowe) wynosza kolejno 176,40; 155,49; 147,82. Scista konstrukcja Michella jest dyskretno-ciagta; jej
cigzar wynosi 145,42118, por. [22]

Whnetrze jest utworzone z kompozytu wioknistego o ortogonalnej budowie ztozonej z dwu rodzin
wlokien. Wlokna te dochodza do brzegu pod katem prostym. Konstrukcje okalaja dwa prety
zakrzywione: jeden jest rozciagany i moze by¢ interpretowany jako kabel wzmacniajacy a drugi jest
$ciskany; jego wyboczenie nie jest brane pod uwagg. Prety te przenosza site podtuzna. Wezet, gdzie
jest przylozona sita skupiona jest zrownowazony. Ta konstrukcja jest statycznie wyznaczalna. Kolejno
da sie rozwiazac: algebraiczne zadanie rownowagi wezla, zadanie rownowagi pretow zakrzywionych,
wyrazone rownaniami rézniczkowymi zwyczajnymi oraz zadanie rOwnowagi wnetrza, wyrazone
roOwnaniami rézniczkowymi czastkowymi. Zadanie Michella ma dwa sformulowania: prymalne (w
terminach sit i naprezen zastgpczych lub raczej ich przyrostow, por.[32]) oraz dualne (w terminach
przemieszczen probnych). Ta druga metoda Michell znalazt jawna formule na cigzar najlzejszej
konstrukcji opartej na kole, por. Rys. 3. Jej zgodno$¢ z metoda prymalna wykazano w pracy Stranga i
Kohna[38] oraz potwierdzono jawnie w pracy Graczykowskiego i Lewinskiego[21]. O zgodnosci tej



formuly z wynikami numerycznymi dotyczacymi kratownic z Rys.3 $§wiadczy maty btad szacowania
ciezaru.

Wazna klasg konstrukcji Michella tworza konstrukcje projektowane wewnatrz obszarow
ograniczonych trzema liniami prostymi, gdzie krdtszy bok jest linia podpory. Przykladowe

rozwiazania pokazano na Rys. 4, dotyczace przypadku \a\ < ‘0'0‘ .

Rys.4 Przyktadowe rozwiazania Michella. Konstrukcje przenosza site¢ w wierzchotku do podpory AB . Obszar
projektowy jest ograniczony liniami AB, AC, BD.

Linie ograniczajace obszar projektowy staja si¢ liniami z ktorych stycznie tworza si¢ rodziny widkien
przenoszacych sily wewnetrzne. Te linie graniczne sa wigc wzmocnione pretami o zmiennym
przekroju. W pracach [21] podjeto zagadnienie konstrukcji siatek Michella w obszarach
ograniczonych trzema liniami przy zalozeniu, ze warto$ci naprezen granicznych przy Sciskaniu i
rozcigganiu sg rozne: —o, <0,. Prace te obejmuja analizg statyczng zadania prymalnego oraz

kinematyczna zadania dualnego. Analitycznie — w prostszych przypadkach- lub numerycznie
wykazano rdwnowaznos$¢ obu sformutowan.

B

Rys. 5 Przyktadowe rozwiazania dotyczace roznych warto$ci naprezen granicznych przy $ciskaniu i rozcigganiu

Analityczny opis geometrii, kinematyki i1 statyki siatek z Rys. 4,5 opiera si¢ na sekwencyjnym
tworzeniu i taczeniu rozwigzan rownania hiperbolicznego postaci 0’ f/oadf—f =0
wzgledem uktadu krzywoliniowego ortogonalnego ( «t, § ). Stosuje si¢ metodg funkcji Greena; funkcja

ta jest okreslona z pomoca funkcj¢ Bessela Iy). Metode te opracowali Caratheodory i Schmidt [6] w
celu konstrukeji siatek Hencky’ego teorii plastycznosci, por. tez Chakrabarty [7]. Jest zaskakujace, ze
tak trudne zadanie dato si¢ opracowac analitycznie w kazdym szczegole, stosujac metode analityczna



z pracy [8]. Autor tej pracy, H.S.Y.Chan, jest obecnie emerytowanym profesorem City University w
Hong Kongu.

Fascynacja konstrukcjami Michella bierze si¢ stad, Zze nie sa tu szukane ich cechy sprgzyste-
odpowiedz na dane obiazenie- lecz szukane sa one same. Niewiadoma jest kazda linia na Rys.4-5,
tacznie ze sposobem podparcia.

Zadanie poszukiwania konstrukcji w pemni naprezone; (‘o" < ‘0'0‘) i najlzejszej przenoszacej jedna
site¢ skupiona do brzegu trdjkata réwnobocznego rozwiazano w pracy Lewinskiego i Rozvany’ego
[28]. W kolejnej pracy bedzie podane uzasadnienie konstrukcji wspornika opartego na brzegu
kwadratu, anonsowane juz w [37], por. Rys.7.
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Rys.6 Najlzejszy wspornik oparty Rys.7 Najlzejszy wspornik oparty na brzegu kwadratu

na brzegu trojkata rownobocznego

Zagadnienie przeniesienia sity wewnatrz kolanka o ksztalcie litery L rozwiazano w pracy Lewinskiego
1 Rozvany’ego[29], por.Rys.8. Rozwiazanie to bylo wielokrotnie traktowane jako benczmark metod
numerycznych, por. Ko¢vara i Stingl [25].

Rys. 8 Przyktadowa konstrukcja Michella w obszarze projektowym w ksztatcie litery L

W zadaniach przestrzennych siatki Michella podlegaja skrecaniu; sa to pretowe powloki
obrotowosymetryczne. Mozna wykaza¢, ze wsrdd powtlok skrecanych obrotowosymetrycznych
najlzejsza jest powtoka sferyczna, por. [27]. W szczegolnos$ci- cigzsza jest powtoka stozkowa zawarta
wewnatrz optymalne;j sfery.



2. OPTYMALIZACJA RAM PRZESTRZENNYCH

Ze wzgledu na znaczenie i powszechno$¢ stosowania konstrukcji ramowych w budownictwie,
problematyka optymalnego ich projektowania odgrywa coraz wigksza rolg. Nalezy jednak podkreslic,
ze o ile zagadnienia zwigzane z optymalizacja kratownic byly i sa nadal przedmiotem bardzo wielu
prac badawczych, to problematyka optymalizacji ram nie jest juz tak powszechnie podejmowana, a
jesli pojawiaja si¢ prace na ten temat, to niemal wylacznie dotycza ram ptaskich. W pracach
Czarneckiego[11,12] przedstawiono wyniki numeryczne optymalizacji geometrii i topologii kilku ram
przestrzennych otrzymane na podstawie metody Svanberga Ruchomych Asymptot. Funkcja celu jest
podatno$¢ — poszukiwany jest ksztatt (potozenia weztow prostych pretow przestrzennych ramy — ich
wspotrzedne kartezjanskie) i/lub wartosci promieni kotowych przekrojow poprzecznych pretow
gwarantujacych najwicksza sztywno$C. Jedyna funkcja ograniczen jest ograniczenie na objgtos$¢
wszystkich pretow ramy. Bardzo skomplikowane wzory analizy czuto$ci, w tym, szczegoélnie trudne
do wyprowadzenia, analityczne wzory na pochodne czastkowe macierzy sztywnosci wzgledem
parametrow definiujacych wspotrzedne kartezjanskie potozen wezidw ramy, uzyskano w programie
obliczen symbolicznych Maple, w ktorym po zdefiniowaniu wszystkich sktadowych macierzy
sztywnosci przestrzennego preta ramowego w globalnym uktadzie wspotrzednych otrzymano gotowe
formuly analityczne przeksztatcone do jezyka C za pomoca polecenia codegen[C](...). Agregacja
pochodnych czastkowych macierzy sztywnos$ci preta do pochodnej czastkowej globalnej macierzy
sztywnosci struktury ramowej zostata przeprowadzona zgodnie z klasycznym schematem MES.

naroznych. Obciazenie w postaci jednakowych sit pionowych przylozonych do wszystkich weztow. Widok
struktury z gory i w rzucie izometrycznym przed (kolor niebieski) i po (kolory w odcieniach szaro$ci od biatego
do czarnego) optymalizacji geometrii i topologii, por.[12]

3. OPTYMALIZACJA ROZKEADU DWU MATERIALOW W TARCZACH, PLYTACH
POWLOKACH I BRYLACH SPREZYSTYCH

Podstawowe zadanie optymalizacji topologicznej podejmowane w ksiazkach [2,3,4,9,32] polega na
poszukiwaniu optymalnego rozmieszczenia dwu materialow izotropowych pod warunkiem, ze jeden z
tych materiatéw ma dana objgtos¢. Rozktad optymalny minimalizuje podatno$¢é bryly, rozumianej jako
praca obciazenia zewngtrznego. W uogélnionym zadaniu optymalizacji ksztattu stabszy materiat jest
pustka. Powyzsze zadania sa jednak zle sformulowane; wymagaja tzw. relaksacji. Relaksacja polega
na dopuszczeniu obszaré6w kompozytowych, zbudowanych z tych samych danych materiatéw. W
pracy [13] przedstawiono wyniki numeryczne optymalnych rozktadow materiatu mocniejszego w
brytach sprezystych otrzymane na podstawie algorytmu COC czyli tzw. metody kryterium
optymalnego wykorzystujacej, wynikajace z warunkéw koniecznych stacjonarnosci funkcjonatu
Lagrange’a, relacje wiazace mnozniki Lagrange’a. Uogolniony z przypadku 2D na przypadek ciat
trojwymiarowych algorytm COC zaimplementowany zostal w oparciu wlasny program
optymalizacyjny uruchamiany na przemian z systemem ABAQUS uzytym jako ,solver” do
przeprowadzenia obliczen statycznych ortotropowych, niejednorodnych ciat sprezystych [3.4].
Przyjeto staty rozktad naprgzen w elemencie skonczonym w algorytmie COC co zdeterminowato state
warto$ci udziatéw objetosciowych w poszczegdlnych elementach skonczonych dwoch materialow
izotropowych tworzacych kompozyt. Wczytywanie danych wejsciowych dla systemu ABAQUS i
odczytywanie wynikow z ABAQUSA potrzebnych w programie optymalizacyjnym jak i uruchamianie
obydwu tych programéw jest w peini automatyczne. Przykladowy rozktad materialu mocniejszego w



przypadku przestrzennym pokazano na Rys. 10. Zagadnienie optymalizacji topologicznej ptyt i
powlok jest przedmiotem intensywnych badan Czarneckiego, Dzierzanowskiego, Kolanka,
Sokolowskiego i in. [14, 16-18, 26, 30].

Rys. 10. Rozktad materialu mocniejszego w trojwymiarowym ciele sprezystym w ksztalcie prostopadioscianu
podpartego w czterech dolnych rogach i obciazonego czterema sitami pionowymi przylozonymi w czterech
punktach gornej powierzchni. Algorytm: COC + ABAQUS, por. [13]

4. UWAGI KONCOWE

Rozwiazania analityczne 1 numeryczne optymalizacji topologicznej wychodzg naprzeciw
oczekiwaniom inzynieréw projektantow. To co w ksigzce [41] jest okreslane w wielu miejscach
mianem sztuki inzynierskiej, okazuje si¢ nowa dziedzinag nauki, na pograniczu mechaniki, rachunku
wariacyjnego i nieliniowego programowania. Rozwiazania globalne optymalizacji topologicznej
zaczynaja pojawiac si¢ w ksiazkach dla architektow jako inspiracje tworczego ksztattowania obiektow
budowlanych. W wigkszym stopniu niz mechanika budowli, wlasnie te metody tacza architektow i
inzynierow konstruktorow, gdyz architekt oczekuje podpowiedzi dotyczacej formy idealnie
dostosowanej do przewidywanych warunkéow eksploatacji, por. prace Zablockiego i
Zalewskiego[39,40].

Podziekowania

Niniejsza praca byla czg¢§ciowo finansowana w ramach grantu KBN No 4T07A 038 30 pt: Teoria i
implementacja numeryczna zrelaksowanych sformutowan zadan optymalizacji w zagadnieniach z
polami sprzgzonymi. Projektowanie rozmieszczania materiatow w konstrukcjach kompozytowych.
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Summary in English The paper recalls available analytical solutions of the most frequently discussed
topology optimization problems of structural mechanics. The solutions refer to the Prager, Maxwell
and Michell structures, revisited recently. The open problems of the optimal layout theory are
discussed on the basis of numerical methods programmed with using the Moving Asymptotes Method
and the contemporary Global Search Algorithms.
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